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Lösung zur 6. Übung

1. (a) Dadurch kann das Raumschiff schqn die Bahngeschwindigkeit VE der Erde um

die Sonne als Beitrag zur Einschussgeschwindigkeit in die elliptische Flugbahn
nutzen. Es gilt für eine kreisfärmige Umlaufbahn der Erde um die Sonne mit
der Periode TE (EE = 0.017)

27r
VE = wERE = r;RE ~ 30km/s mit TE = 1a.

(b) Die Flugbahn sei eine KEPLERellipse (E < 1)

k
r«/» = 1+ ,/,'E COS 'f'

mit

L2 J~~~~L2 Ek = M 2 und E = 1 + 2 2 3' (1)
"Y m "YMm

Für die Bahnkurve soll gelten:

kr(O) = RE = U-;'
kr(7r) = Ru = -.

1-E

Daraus folgt für E und k
Ru - RE

E = Ru + RE = 0.9,

k = RE (1 + E) = 1.9AU.

Die grosse und kleine Halbachse der Ellipse bestimmen sich zu

k 1a = ~ = 2(RE + Ru) = 10.lAU,

k
b= =a~~=4.4AU.

JI""=f2

(c) Aus GI. 1 folgt für die Energie der Bewegung .
E=-~=~v(r)2_~. .

2a 2 r
Für die Geschindingkeit ergibt sich damitf~1J1 ~"Y M '\!~~~~(~_..:=--~~)E rv(r) = 2"YM(- - -) = - -(1- -) .

r 2a RE r 2a

Betrachten wir nun die minimale Fluchtgeschwindigkeit eines Raumschiffes aus

dem Gravitationsbereich der Sonne, wenn das Schiff den anfänglichen Abstand

RE zur Sonne hat. Es gilt

m 2 "YmME = -VFl - = 0,
2 RE



daraus folgt

121M InVFl = Y -:n;- = V 2VE ~ 42km/s,

und damit

V!::~~(~-_.=-.~;)E rv(r) = VFl -(1 - -) .
r 2a

Für die notwendige Einschussgeschwindigkeit im Perihel der Ellipsenbahn folgt
mithin

~ E {;;!ii,u vp = v(RE) = VFl 1 - - = VFI R R ~ 41km/s .
2a E+ U

Beim Start in Richtung des Erdumlaufs muss dem Schiff somit die Zusatzge-
schwindigkeit vp = vp - VE ~ 11km/s erteilt werden. Hinzu kommt noch die

zusätzliche Anfangsgeschwindigkeit vfI um die Erdanziehung zu überwinden:

E ~'Y ME r;;-:::-VFl = = V 2grE ~ 11km/s
rE

(rE - Erdradius, ME - Erdrnasse, 9 - Erdbeschleunigung).

Die Flugdauer T bis zum Uranus erhalten wir aus dem 3. Keplerschen Gesetz:

T = ~ = ~(~ )3/2TE ~ 16a.
2 2 RE

Bemerkung: Die Flugdauer lässt sich bei äquivalentem Energieaufwand um 11
Jahre verkürzen, indem eine durch das Gravitationsfeld des Jupiter unterstütz-

te Bahnkurve ("swingby") gewählt wird (s. Greiner: Mechanik I, S. 346ff).

2. (a) Die (eindimensionale) Impulsbilanz bei äusserer Kraft -mg (Bewegungsgig.)

lautet
dp- = -mg => dp = -mgdt;
dt

wobei dp die Änderung des Gesamtimpulses (Rakete und in dt ausgestossene

Verbrennungsgase) bedeutet. Aus dieser lmpulsbilanz.versuchen wir die Bewe-
gungsglg. für die Rakete allein zu gewinnen: .

Gesamtimpuls zu t+dt
,~ ,

m(t + dt) v(t + dt) + Idm! (v(t) - vB) - m(t) v(t) = -mgdt
~ ~ "--.,,-" Impuls Rakete zu t+dt Gasgeschw. Impuls

im Inerti- Rakete
alsystem . zu t

~ ~ '

Impuls

des ausgestos-

senen Gases

Idml



Division durch dt ~ ~ (mv) + ~ (v - Vg) = -mg.

N ach Anwenden der Produktregel im ersten Term und Beachten von dm < 0,
J.L = -dmjdt erhalten wir die Bewegungsgleichung für die Rakete:

dv dv J.L(t) v (t)
m(t) -d = J.L(t) Vg(t) -m(t)g ~ -d = ( g) - g.

t ' " t mt
Schubkraft

Für den Massenverlust der Rakete in dt kann man schreiben: dm = -pgAvg dt;

woraus für den Zusammanhang zwischen J.L und Vg folgt: I J.L = pgAvg I.

(b) Mit -~ = J.L = const erhält man: Im(t) = mo - J.LtJ. Zur Zeit t = t* = ~
ist also die gesamte Raketenmasse "verheizt"; die Beschleunigungsphase kann
also höchstens bis t = t* dauern; mit dieser charakteristischen Zeit t* lässt sich

eine dimensionslose Zeit 7 = tjt* definieren.
Mit dem m(t) und mit einer konstanten Ausströmgeschwindigkeit Vg ergibt sich
eine Differentialgig. für v(t) in der Beschleunigungsphase (7 < 1), die direkt

integriert werden kann:

~ = J.LVg - 9 ~ Jt dt' ~ = Jt dt' ( J.LVg - g

)dt mo - J.Lt dt' mo - J.Lt'
0 o

Mit v(O) = 0 wird

I v(!) = Vg In ~ - gtlo 1 mo J.L v(t) = Vg In - gt = Vg In J.L - g--t
mo - J.Lt 1 - -t J.L mo

mo

Im letzten Term sehen wir, dass sich eine charakteristische Geschwindigkeit
v* == g!!!a. = gt* definieren lässt; damit führen wir den Parameter v == ~ ein

11. v
und schreiben die Lösung in dimensionsloser Form:



,

j

1 iI!(T)=Vln~-TI <I> v .

-:: <I>(T)=vln--T; T<1
v* 1 - T

Das Verhalten in der Startphase er-

halten wir für T « 1, also:

T «1 =} <I> ~ v In(1 + T :I:: . . .) - T

~ T(V - 1) + .. .

I

(Hier haben wir zunächst das Argument des i
1 :

in in eine TAYLORreihe entwickelt und dann !
I

I

I

den Logarithmus selbst, für den gilt: !

In(l + x) ~ x, falls x« 1). .)!

--~ ~' 0.5

Die Geschwindigkeit in der Startpha- ..cc...,c.O",=="""""""""""",,;::;;;;;;;;:;;;;;;::~ ,,.:,:~ se ist also nur positiv, falls v > 0 0.5 T 1

1; geschrieben in den physikalischen Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm

Grössen heisst das: (für 11 = 5, 1,0.5)

mot « -: v(t) > 0, falls jJ;Vg > mg;
jJ;

d.h., die Schubkraft muss grösser als

das Anfangsgewicht der Rakete sein,

3 M ' t F"' ( '" t) 8V(r, t) I t t d . ' t d G h ' d ' k ' t :" I ". B. 1 r, = ar- - au e le ml er esc WIll 19 el r mu tipizIerte ewe-

gungsgleichung

~ (~ f2(t) ) = -f(t) . ~~i~~~~.!2 = _~~i~Q:!l + ~~i~~2
dt 2 8r dt 8t

Damit kann geschrieben werden:

~ (~f2(t) + V(r(t),t)):: ~ E(t) = ~ (2)

Die Energie E(t) ist also keine Konstante mehr, sie ändert sich mit der Zeit, Um
die rechte Seite angeben zu können, muss man die Bahnkurve r(t) bereits kennen;
(2) ist damit keine Hilfe bei der Integration der Bewegungsgleichung.

Bem.: Die Wegunabhängigkeit des Linienintegrals der Kraft gilt nur noch bei festgehaltener Zeit t.


