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1.

Loésung zur 8. Ubung

(a) Damit das Teilchen in ¥’ ruht (¥/ = 0) muss gelten

/
m%zif’zf—mw’x(&}xf’o)éo = F=mdx(@x7,)

(Wegen #’ = 0 tritt keine CorioLiskraft auf!) Damit das Teilchen im rotierenden Be-
zugssystem in Ruhe bleibt, muss also stindig eine Kraft F die Zentrifugalkraft
Fz = —m@ x (@ x 7,) kompensieren (z.B. Haftreibung, Zwangskraft, ...).

(b) Es gilt: m = 0, 7(t) = 7(0) = 0, 7(t) = 70) = 7. Der Zusammenhang
zwischen den Geschwindigkeiten ist: 7 = 7 + @ x 7 = 0, also gilt:

q

=0 =3 ) . o
7' = dtr(t) & x 7(t) |; =T, (1)

Um die Ableitung auf der linken Seite (zeitliche Anderung, gesehen durch den mit-

rotierenden Beobachter, d.h. relativ zur rotierenden Basis) einfach bilden zu konnen,
miissen wir 7 nach der rotierenden Basis €7, zerlegen 7 = ;n:x;né' 7. (und dort
nur die z/, differenzieren); auf der rechten Seite zerlegen wir 7 ebenfalls bzgl. der
rotierenden Basis.

d !
5 2 Fmfm = I X P aE = |3 e, =3 (@) x gl (2)
m n n

mit der Anfangsbedinung z/,(0) = z,y,. Die Bewegungsgleichung im rotieren-
den System liefert dann mit (1):

dl2 - — - — — - — - - — - -
maﬁr=—2mwxv'—mwx(wxr)=—2mwxv’+mw><v’=—mwxv',
in Ubereinstimmung mit (1).
(2) beschreibt eine Kreisbewegung mit der Winkelgeschwindigkeit —& (siehe

3.Ubung, Aufg.3).

(*) Zur Transformation zwischen den Bezugssystemen

Bei Anwendungen benétigt man den direkten Zusammenhang der Vektorkomponenten in
beiden Systemen. Der Zusammenhang zwischen den Komponenten eines Vektors relativ
zu verschiedenen Basissystemen mit der Transformationsmatrix « lautet:

= Zz;ng;m = szé'k = :I:;n = é‘;n"f"= Zamkm‘k, mit Amk = é‘;n-é'k;
m k k

3)

0.B.d.A. wihlen wir & = wé3 und €%(t = 0) = &. Wie man sich geometrisch klarmacht,

gilt dann
€} = +coswt €] + sinwt & coswt sinwt 0
€h=—sinwté) +coswtéy = a=| —sinwt coswt 0 |; €&, = Zamké‘k
€4 = +€3 0 0 1 k




Liegt also in unserem Beispiel das Teilchen im Inertialsystem bei 7, = (%o, Yo, Z0) ', 50
findet es der mitrotierende Beobachter bei

xl coswt sinwt 0 Zo ZoCOs Wt + Y, sinwt
v, | =| —sinwt coswt 0 Yo | = | —xosinwt + y,coswt
2z, 0 0 1 Zo Zo

Das Teilchen beschreibt also fiir den mitrotierenden Beobachter in der Ebene 2’ = 2, einen

Kreis mit der Winkelgeschwindigkeit —w und dem Radius z'? + 32 = 22 + 2.

Bem.: Die Transformation (4) der Basis kann auch analytisch aus der Gleichung fiir die starre
Rotation eines Vektors €, hergeleitet werden. Mit (4) und der Konstanz der Basis €} wird

b - -, . - - - d - — —
Eh=adxe, = Zamkek=2wxelamz = 3 Omi = Ze;;'(e;xej)aml (5)
& 1 1

(Um die letzte Relation zu erhalten, wurde die mittlere Gleichung mit €; multipiziert und die Orthogonalitit der Basis ausgenutzt,
sowie die Faktoren im Spatprodukt geeignet umgeordnet und & = wés eingesetzt.) (5) stellt ein DGL—System fiir die
Transformationsmatrix a,,; dar, das mit der Anfangsbedingung

om;j(0) = €0,(0) - &) = & - &) = bpm; (6)

zu 18sen ist. Ausgeschrieben lautet (5)

4 ot + =0
dtaml wWama =
d
3¢ Om2 T Wom1 = 0
d
a—tam,g = 0

Die letzte Gleichung fithrt sofort mit (6) auf die Lésung fiir die dritte Spalte von «
am3(t) = am3(0) =0ms = a13=0, a3 =0, azgz=1.

Die anderen beiden Gleichungen lassen sich mit der in Aufg.3 vorgestellten Methode behandeln;
dazu multiplizieren wir die zweite Gleichung mit der imaginiren Einheit 7, addieren sie zur ersten
Gleichung hinzu, definieren die kompleze Grosse A,, = a1 +i0,2 und erhalten so eine homogene
DGL mit konstanten Koeffizienten fiir A,,, die sich sofort ldsen lisst:

%Am—iwA,,,:o = Am=Ce'', mit (6) wird Apm = (6m1 +i6mz) &'“*

Hieraus erhalten wir sofort (durch Bildung von Real- und Imaginérteil) die erste und zweite Spalte

von a, so dass sich tatséchlich (4) ergibt.

. Wir miissen beachten, dass das Laborsystem rotiert und sich ausserdem sein Ur-
sprung O’ beschleunigt bewegt (Ortsvektor R vom Ursprung O des Inertialsystems
im Erdmittelpunkt zum Ursprung O’ des Laborsystems auf der Erdoberfliche), also
ist 7= R + 7; die Bewegungsgleichung in ¥’ lautet also

mr’ =F +mg, —mR—md x (& X7')—2md x 7’

Hierbei soll g, die reine Schwerebeschleunigung sein. Grossenordnungsmissig gilt
/
fiir das Verhiltnis des vorletzten Terms zum letzten %,"‘1 < 1; man beachte, dass



w = 2m/1Tag= 7.27 - 1075s~! ist. Man kann also den Zentrifugalterm gegen den
CoriIoListerm fiir alle Labordimensionen vernachléssigen. R bewegt sich mit der
Winkelgeschwindigkeit o auf einem Kreis; also R =& x R, woraus R = & x (& x ﬁ)
folgt. Die durch R hervorgerufene Kraft wirkt auf jedes Massenelement der Erde
selbst = Verformung der Erde so, dass sich die Erdoberfliche senkrecht zur resultie-
renden Kraft m(g, — R) einstellt = Abplattung an den Polen. Wir fiihren die lokale

Schwerebeschleunigung| g = g, — R |ein, die senkrecht auf der (realen) Erdoberflache

steht und erhalten so die angegebene Gleichung

mi =mi+F-2madx7  qed (7)

. Gemiss (7) lautet die Bewegungsgleichung fiir den harmonischen Oszillator (Eigen-
frequenz w,) in der (z-y)-Ebene des rotierenden System (Striche an den Koordinaten zur

Vereinfachung weggelassen!)
FtwdFf+20 x7=0; 70) = (a,0), 7(0)=0 (8)

— Modell eines Pendels (Linge [) fiir kleine Ausschlige a < [, denn fiir das Pendel
(Ruhelage im Ursprung) haben wir:

V(7) =mgz; Nebenbedingung: 2> +y*+(I—2)2 =0 = z=1—/12 — (2 +y?)

Entwickeln wir nun die Wurzel fiir z,y < a < [, so entsteht

- (1 122+9%\] _ 2 +9?
2 2 -2l

z2 + 42
2

|

z=1 [1— 1-

und damit lautet das Potential

V() = %mwg(zz +14%); W= %; = F=-muwl¥ qed

Bem.: Die in Aufg.4. gemachte Vernachlissigung des Zentrifugalterms ist hier gerechtfer-
tigt, denn: wa <€ v ~ wea, d.h. w € w, = 1/g/l, da die Schwingungsdauer des Pendels
natiirlich sehr viel kleiner als ein Tag ist. Wir schreiben nun die Bewegungsgleichung
(8) in Komponenten, multiplizieren die zweite Gleichung mit der imaginéren Einheit
i, addieren sie zur ersten hinzu und fiihren die komplere Grésse Z = z + iy ein (ist

Z bekannt, so folgt z = ReZ und y = SmZ )

F=—wirt+2w,y p— . o )
j= —wly— 2w, & Z4+ 2w, Z+w,Z2=0;
mit der beziiglich der Erdoberfliche vertikalen Komponente der Winkelgeschwindig-
keit der Erde w, = wsin1 (man beachte: w, ist positiv auf der Nordhalbkugel, aber negativ
auf der Siidhalbkugel). Die entstandene DGL fiir Z ist linear, homogen, mit konstanten
Koeffizienten; wir kénnen sie also mit dem Exponentialansatz behandeln.

Z=Ce* = N42wI+wi=0 = djp=1 [—wz + /w2 +w§] = i(-w, Q)




Mit den beiden komplexen Integrationskonstanten C;, C; erhalten wir die allgemeine
Lésung der DGL

Z = e—iwzt (Cl eiﬂt + 02 e—iﬂt)

Bestimmung der Integrationskonstanten aus den Anfangsbedingungen (8):

Z20)=a=0C+C; a( wz)
. = Cip=-(1=
Z(0)=0= —iw,(Cy + C2) +iNC; — Co) } 1279 Q

Die spezielle Lésung zu unseren Anfangsbedingungen lautet demnach

T=a [+ cos w,t cos Ot + (%) sin w,tsin Qt]

We

Zt)=etwt g (cos Q+ig

sin Qt) =
' y=a [—- sin w,t cos Qt + (%ﬁ) CoS w,t sin Qt]

Diskussion der Gréssenordnungen der verschiedenen Terme:

2 2
Q=\/w§+w§=wo\/1+(%) zwo[1+-;—(%5)]zwo;
o [+]

der dann in 2 vernachlissigte Term ist dann fiir ein Pendel mit [ = 20m in der Grossen-
ordnung von 10~8. Die fiihrenden Terme in unserer Lésung sind also:

; TR acosw,tcosw,yt

Z(t) = e "t acosw,t = . ?

Y & —a Sin w,t cos wyt
(Bem.: VORSICHT bei Vernachléssigungen im Argument einer Winkelfunktion; dort muss
gewdhrleistet sein, dass auch das Produkt der vernachlissigten Terme mit noch in Be-
tracht kommenden grossen Zeiten (hier: ~ 1Tag) klein gegen 27 bleibt, was in unserem

Fall gewihrleistet ist (vernachlassigter Term: 1w, (94) In = % 2r~271074). )

Der Einfluss der Erdrotation besteht also in einer Drehung der Pendelbahn um die
i Nord-
Vertikale mit |w,| " Uhrzeigersinn auf der o Halbkugel.

entgegen Sid-

Bemerkungen:

(i) In den Umkehrpunkten (t, = 3§, n =1,2,...) sind £(tn) = y(tn) = 0, d.h. die Bahn
hat dort Spitzen.

(ii) Drehung der Bahnebene nach m Schwingungsperioden (t,, = 2mn/Q):

w w
Sp(tm) = witm = 27rmh-’3 ~2rm w_:

Zur graphischen Darstellung der Bahn nutzen wir dimensionslosen Grossen:
{=z/a, n=yla, p=w,/Q 7=t
und erhalten so:

&(T) = cosutcosT+ psinpursinT

Z(T)/a=e—im (cosT + ¢y sin pr) = { ) .
n{T) = —sin ur cosT + p cos ut sint



Im abgebildeten Beispiel wurde u = 0.1 gewihlt, um den charakteristischen Bahn-
verlauf mit den Spitzen an den Umkehrpunkten zu verdeutlichen. Der reale Wert
liegt fiir ein Pendel mit ! ~ 20m bei p ~ 10~4.
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