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Lösung zur 8. Übung

1. (a) Damit das Teilchen in E' ruht (vi = 0) muss gelten

d/2 - F- - (- - ) I 0 F- - (- - )md"i2r = - mw x w x ra == =:;.. = mw x w x ra

(Wegen vi = 0 tritt keine CORIOLIskraft auf!) Damit das Teilchen im rotierenden Be-

zugssystem in Ruhe bleibt, muss also ständig eine Kraft F die Zentrifugalkraft
Fz = -m(;} x (w x Ta) kompensieren (z.B. Haftreibung, Zwangs kraft , .. .).

(b) Es gilt: mf' = 0, f(t) = f(O) = 0, r(t) = r(O) = Ta. Der Zusammenhang
zwischen den Geschwindigkeiten ist: v = vi + w x r:1:: 0, also gilt:

Iv' = ~f(t) = -ii! x f(t) I; r= Ta (1)

Um die Ableitung auf der linken Seite (zeitliche Änderung, gesehen durch den mit-

rotierenden Beobachter, d.h. relativ zur rotierenden Basis) einfach bilden zu können,
müssen wir r nach der rotierenden Basis e~ zerlegen r = Ex~e~ (und dort

m
nur die x:n differenzieren); auf der rechten Seite zerlegen wir r ebenfalls bzgl. der
rotierenden Basis.

d' ~ I -I - ~ I -I I ~ ~e::. = ~(-w) x e:~x~ IdX~ -I ~ ( -) -I I (2)-d L..., xme m = -w X L..., xne n =:;.. L..., - d e m = L..., -w x e nxn ;
tm n m t n

mit der Anfangsbedinung x~(O) = Xom. Die Bewegungsgleichung im rotieren-

den System liefert dann mit (1):

d/2 - 2 - -I - ( - -) 2 - -I - -I --Im- 2r = - mw x v - mw x w x r = - mw x v + mw x v = -mw x v ,
dt

in Übereinstimmung mit (1).

(2) beschreibt eine Kreisbewegung mit der Winkelgeschwindigkeit -w (siehe

3. Übung, Aufg.3).

(*) Zur 1Tansformation zwischen den Bezugssystemen
Bei Anwendungen benötigt man den direkten Zusammenhang der Vektorkomponenten in
beiden Systemen. Der Zusammenhang zwischen den Komponenten eines Vektors relativ

zu verschiedenen Basissystemen mit der Transformationsmatrix a lautet:

- ~ I -I ~ - I --I - ~ .t --I -- I_I ___Ir = L...,xmem = L..., xkek ~ xm = em.r = L...,amkXk, ml amk = em.ek j IX = ax 1
m k k

(3)
O.B.d.A. wählen wir r;J = UJeg und ek(t = 0) = ek. Wie man sich geometrisch klarmacht,

gilt dann

ei = + cos UJt el + sin UJt e2 ( cos UJt sin UJt 0

)e2 = - sinUJtel + cosUJte2 ~ a = - sinUJt coSUJt 0 ; e~ = Eamkek
-I - 0 0 1 keg = +eg

(4)



Liegt also in unserem Beispiel das Teilchen im Inertialsystem bei ro = (xo, Yo, zo) T, so

findet es der mitrotierende Beobachter bei

( x~) ( coswt sinwt 0 ) ( Xo ) ( xocoswt + yosinwt
)y~ = - sin wt cos wt 0 Yo = -Xo sin wt + Yo cos wt

Zo 0 0 1 Zo Zo

Das Teilchen beschreibt also für den mit rotierenden Beobachter in der Ebene z' = Zo einen

Kreis mit der Winkelgeschwindigkeit -w und dem Radius x,2 + y,2 = x~ + y~.

Bem.: Die Transformation (4) der Basis kann auch analytisch aus der Gleichung für die starre

Rotation eines Vektors e~ hergeleitet werden. Mit (4) und der Konstanz der Basis ek wird

:., , ,",'" ,","" I ~ ami ~ '" ~.., ('" X "i) -I'"'" ( .. .. ) (5)e m = ("I X e m =} L.., Qmkek = L.., ("I X el Qml =} -d Qmj = ("I L.., e3. el X ej Qml

k I t I

(Um die letzte Relation zu erhalten, wurde die mittlere Gleichung mit "; multlpiziert und die Orthogonalität der Basis ausgenutzt,

sowie die Faktoren im Spatprodukt geeignet umgeordnet und iJ = "'"3 eingesetzt.) (5) stellt ein DGL-System für die

Transformationsmatrix Qmj dar, das mit der Anfangsbedingung

Qmj(O) = e~(O). e'j = em . e'j = 6mj (6)

zu lösen ist. Ausgeschrieben lautet (5)

dili Qm1 + ("IQm2 = 0

d
ili Qm2 - ("IQm1 = 0

d
iliQm3 = 0

Die letzte Gleichung führt sofort mit (6) auf die Lösung für die dritte Spalte von Q

Qm3(t) = Qm3(0) = 6m3 =} Q13 = 0, Q23 = 0, Q33 = 1.

Die anderen beiden Gleichungen lassen sich mit der in Aufg.3 vorgestellten Methode behandeln;

dazu multiplizieren wir die zweite Gleichung mit der imaginären Einheit i, addieren sie zur ersten

Gleichung hinzu, definieren die komplexe Grösse Am = Qm1 + iQm2 und erhalten so eine homogene

DGL mit konstanten Koeffizienten für Am, die sich sofort lösen lässt:

~ Am - i("lAm = 0 =} Am = C eiUlt, mit (6) wird Am = (6m1 + i 6m2) eiUlt

Hieraus erhalten wir sofort (durch Bildung von Real- und Imaginärteil~ die erste und zweite Spalte

von Q, so dass sich tatsächlich (4) ergibt. .

2. Wir müssen beachten, dass das Laborsystem rotiert und sich ausserdem sein Ur-
sprung 0' beschleunigt bewegt (Ortsvektor R vom Ursprung 0 des Inertialsystems
im Erdmittelpunkt zum Ursprung 0' des Laborsystems auf der Erdoberfläche), also
ist r = R + T'; die Bewegungsgleichung in }::;' lautet also

mf-' = F + m90 - mR - mW x (w x r') - 2mw x f"

Hierbei soll 90 die reine Schwerebeschleunigung sein. Grössenordnungsmässig gilt
,

für das Verhältnis des vorletzten Terms zum letzten ~ « 1; man beachte, dass
v



W = 27r/1Tag= 7.27. 10-5S-1 ist. Man kann also den Zentrifugalterm gegen den
CORIOLIsterm für alle Labordimensionen vernachlässigen. R bewegt sich mit der

~ - ',:, -
Winkelgeschwindi~keit Q auf einem Kreis; also R = Q x R, woraus R = Q x (Q x R)

folgt. Die durch R hervorgerufene Kraft wirkt auf jedes Massenelement der Erde

selbst ~ Verformung .~er Erde so, dass sich die Erdoberfläche senkrecht zur resultie-

renden Kraft m(go - R) einstellt ~ Abplattung an den Polen. Wir führen die lokale

SchwerebeschleunigUng~~~~;]] ein, die senkrecht auf der (realen) Erdoberfläche
steht und erhalten so die angegebene Gleichung

mf' = mg + F - 2mQ x f' q.e.d. (7)

3. Gemäss (7) lautet die Bewegungsgleichung für den harmonischen Oszillator (Eigen-

frequenz wo) in der (x-y)-Ebene des rotierenden System (Striche an den Koordinaten zur

Vereinfachung weggelassen!)

f+W5f+2Qxf=0; f(O) = (a,O), f(O)=Ö (8)

--+ Modell eines Pendels (Länge l) für kleine Ausschläge a « l, denn für das Pendel
(Ruhelage im Ursprung) haben wir:

V(~ = mgz; Nebenbedingung: X2 + y2 + (l- z)2 = l2 ~ Z = l- Vl2 - (X2 + y2)

Entwickeln wir nun die Wurzel für x, y ~ a « l, so entsteht

[ ~ 2 +y2 [ ( 1 X2+y2 )] X2 +y2 z=l 1- 1- ~l 1- 1-- =
l2 2 l2 2l

und damit lautet das Potential

( ;;'I 1 2( 2 2) 2 9 F- 2-
dV r J = 2" ffiWo x + Y ; Wo = I ; ~ = -ffiWor q.e..

Bem.: Die in Aufg.4. gemachte Vernachlässigung des Zentrifugalterms ist hier gerechtfer-

tigt, denn: i.l.Ja « v ""' i.l.Joa, d.h. i.I.J « i.l.Jo = J97I, da die Schwingungsdauer des Pendels

natürlich sehr viel kleiner als ein Tag ist. Wir schreiben nun die Bewegungsgieichung

(8) in Komponenten, multiplizieren die zweite Gleichung mit der imaginären Einheit

i, addieren sie zur ersten hinzu und führen die komplexe G"rösse Z = x + i Y ein (ist

Z bekannt, so folgt x = ~eZ und y = ~mZ).

.. 2 2 .
}x=-Wox+Wzy .' .. . Z=Z+'II . 2

.. 2 2 . Z + 2zwz Z + Wo Z = 0 ;y = -woy - WzX

mit der bezüglich der Erdoberfläche vertikalen Komponente der Winkelgeschwindig-

keit der Erde Wz = W sin 7/J (man beachte: u}z ist positiv auf der Nordhalbkugel, aber negativ

auf der Südhalbkugel). Die entstandene DGL für Z ist linear, homogen, mit konstanten
Koeffizienten; wir können sie also mit dem Exponentialansatz behandeln.

Z = C e~t ~ A 2 + 2iwzA + W~ = 0 ~ Al/2 = i [-Wz ::I: Po+~] = i( -wz::l: 0)

- ~~-



Mit den beiden komplexen Integrationskonstanten Cl, C2 erhalten wir die allgemeine

Lösung der DGL

I Z = e-iI.Jzt (Cl eint + C2 e-int) I

Bestimmung der Integrationskonstanten aus den Anfangsbedingungen (8):

Z(O) = a = Cl + C2 } C - a (1 -L Wz ). => 1/2 - - :I: -
Z(O) = 0 = -iwz(C1 + C2) + i 0(C1 - C2) 2 0

Die spezielle Lösung zu unseren Anfangsbedingungen lautet demnach

. . Wz . { X = a [+COSWztcosOt + (~) sinwztsinnt]

Z(t) = e-tI.Jzt a (cosOt + Z n smOt) =>

y = a [-sinwztcosOt+ (~) coswztsinOt]

Diskussion der Grössenordnungen der verschiedenen Terme:

0 = Vw~-+~ = Woj~~-(~) ~ Wo [1 + ~ (~)2] ~ Wo;

der dann in 0 vernachlässigte Term ist dann für ein Pendel mit l = 20 m in der Grössen-

ordnung von 10-8. Die führenden Terme in unserer Lösung sind also:

Z( ) -iI.J t { X ~ acoswztcoswott ~ e z acoswot =>
y ~ -a gin wzt cos wot

(Bem.: VORSICHT bei Vernachlässigungen im Argument einer Winkelfunktion; dort muss

gewährleistet sein, dass auch das Produkt der vernachlässigten Terme mit noch in Be-
tracht kommenden grossen Zeiten (hier: ~ 1 Tag) klein gegen 27r bleibt, was in unserem
Fall gewährleistet ist (vernachlässigter Term: ~CA)o (~) 2 ß:; = ~ ~ 27r '"'"' 27r 10-4). )

Der Einfluss der Erdrotation besteht also in einer Drehung der Pendelbahn um die
im Nord-

Vertikale mit Iwzl Uhrzeigersinn auf der Halbkugel.
entgegen Süd-

Bemerkungen:

(i) In den Umkehrpunkten (tn = W, n = 1,2,...) sind x(tn) =: y(tn) = 0, d.h. die Bahn

hat dort Spitzen.

(ii) Drehung der Bahnebene nach m Schwingungsperioden (tm = 2m7r/O):

( ) Wz Wz

8<p tm = wztm = 27r m n ~ 27r m -

~G WO

Zur graphischen Darstellung der Bahn nutzen wir dimensionslosen Grössen:
.; = x/a, 7] = y/a, J.I. = wz/O, T = Ot

und erhalten so:

Z( )/ -iJloT( " ) { ';(T) = COSJ.l.TCOST + J.I. sinJ.l.T sinT
T a = e cos T + Z J.I. sm J.l.T =>

7](T) = - sinJ.l.T CaST + J.I. COSJ.l.T sinT



,

Im abgebildeten Beispiel wurde Jl = 0.1 gewählt, um den charakteristischen Bahn-
verlauf mit den Spitzen an den Umkehrpunkten zu verdeutlichen. Der reale Wert

liegt für ein Pendel mit l ~ 20 m bei Jl ~ 10-4.
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