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1. (a) Das System hat f = 2 Freiheitsgrade; als an- Q'AVAVAVA‘
gepasste verallgemeinerte Koordinaten wahlen

wir die Auslenkung X der

rer Ruhelage, in die wir auch den Nullpunkt der z-
Koordinate legen und den Auslenkwinkel ¢ des
Pendels aus der Vertikalen;
gungen sind dann fiir alle Werte, die X und
¢ annehmen konnen, erfiillt. Das System ist

Masse M aus ih-

die Nebenbedin-

konservativ; die LAGRANGE-Funktion ist also

durch £ = T — V gegeben.

Wir miissen nun

die kinetische und potentielle Energie in die-

sen Koordinaten darstellen.

Da T und V meist in kartesischen Koordinaten eine einfache Form haben,

schreibt man sich am besten die Transformationsformeln zwischen den karte-

sischen und den angepassten Koordinaten auf; fiir m gilt:

r=X+lsing, i=X+Ilpcosep

z=1lcosyp, z2=—lpsinyp
Damit ergibt sich:
M, mo N Moy m ooy g o
T = —é—X +§(x +z)-——2—X +5(X + 159 +21X<pcos<p)
k k
V = —mgz—i——2—X2=—mglcosc,0+§X2

L(X,<,o,X,<p)=T-—V=£————— '

X2+ %l%z + mlIXcosy + mglcosp —

k
=~ X2
2

(b) Die LAGRANGE-Gleichungen ergeben sich mit £ zu:

doc oL _
dtox 06X
doc_oc _ o 7
dtdp dp

(M+m)X + ml (c,'bcos<p- <,b2sin<p) = —kX

I+ X cosp = —gsing

Das ist ein System gekoppelter nichtlinearer DGLn.

*(c) Linearisierung fiir ¢ < 1:

Mit TAYLORentwicklung bis zum linearen Term in ¢ wird: cosp = 1 und

sin ¢ ~ . Ferner gilt mit ¢ <« 1 auch ¢? < 1 und damit ist ¢ >> p2p, denn



mit der charakteristischen Zeit 7 fiir die Pendelschwingung gilt: ¢ ~ ¢/72 und
@ ~ /1. Die linearisierten Bewegungsgleichungen lauten dann:
(M+m)X +kX +mlg = 0
X+1lp+gp = 0
Mit den speziellen Werten M = 3m, m = kl/4g und g/l = w? wird schliesslich:
AX + 42X +1p = 0
X +1p+wi(ly) = 0
Das ist ein lineares, homogenes DGLsystem 2.Ordnung, welches wir 16sen kénnen;
es beschreibt die gekoppelten linearen Schwingungen von X und lp. Wir su-
chen die Losung mit einem Ansatz, bei dem beide Koordinaten mit derselben
Frequenz w), aber mit unterschiedlichen Amplituden schwingen; dieser Ansatz

tiberfilhrt das DGLsystem in ein homogenes algebraisches Gleichungssystem
fiir die Amplituden.

X . 4 w2 - (4)2 arx —wza,\ = 0
Ansatz: § = = WX glrt ( 0 ,\) Arp
b Dre ~wiax+ (W2 —wiay, = 0

Eine nichttriviale Losung fiir @ existiert nur, falls die Koeffizientendeterminante
verschwindet:

2 2
4(w§—w§) =wf\=$w,2\=:l:2(w§—w§) :wizﬁ—lwz

29 29

W?=§ w¥1=7

Einsetzen in das Gleichungssy-
stem liefert das Amplituden-

Einsetzen in das Gleichungssy-
stem liefert das Amplituden-

verhéltnis: verhiltnis:
_gw2a + }. 2 == 0 _ 2 2 - 2 = 0
3%o IX 3woanp = WolIrx — Wolrre =

ar l arry ‘
et — 2 het13. 2 = —2
arx arr x

symmetrische Eigenschwingung antisymmetrische Eigenschwingung

Die allgemeine Losung ist eine Linearkombination der beiden Fundamentallo-
sungen (fiir die komplexen ayx setzen wir ayx = ce' X, mit reellen ¢, und ay, und

gehen zum Realteil iiber):

X = creos(wit +o5) + crreos(wrrt + ary)
lo = 2crcos(wit + ar) — 2errcos(wrrt + ayy)

mit den vier Integrationskonstanten ¢y, ay, ¢rr, agr.



2. Fiir die Bewegung des 3-atomigen Molekiils entlang der z-Achse lauten kinetische
und potentielle Energie in den Koordinaten zx(k = 1,2, 3):

m.. . M . k
T=E(xf+x§)+7m§; V=§ [(x2~z1—a)2+(z3—x2—a)2].

Damit ist die LAGRANGEfunktion in den Koordinaten gx := zy — z3:

m, .o . M., k .
L= 5 (¢ +¢3) + 5 @ — 2 [(CI2 —q)*+ (g3 — q2)2] ;  bzw. mit
m 0 0 kE -k 0 ]
G = 0 M 0 ) i) = —k 2k -k = |L= §(alm‘il(jm - blleQm)
0 0 m 0 -k &k

(1)
Hierbei wurde die Summenkonvention benutzt, d.h. iber gleiche Indizes ist von 1-3
zu summieren. Die LAGRANGEgleichungen lauten dann:

d oL OL

dt8Ge  Ogx

Dies stellt ein System gekoppelter linearer homogener Dgln 2.0rdnung dar, das

= kGt + b =0

durch den Ansatz der Fundamentalschwingungen gelost wird, bei denen alle Teilchen
mit der gleichen Frequenz w) schwingen:

Qi = Ck,\ eiw)‘t = (bkl - w?\ akl) Cu =0 s bzw.: (i) - wf‘ &) é,\ =0. (2)

Damit ist das System von Dgln in ein System homogener algebraischer Glgn. 2.Gra-
des iiberfithrt worden, das als (verallgemeinertes) Eigenwertproblem interpretiert
werden Kann (Eigenwerte wf‘; Eigenvektoren C_",\ mit den Komponenten Cjy, die die Ma-
trix der Eigenvektoren C bilden). Ein solches Gleichungssystem besitzt nur dann eine
nichttriviale Losung, wenn die Koeffizientendeterminante verschwindet:

Losbarkeitsbed: det(b—w}a) =0 = (k—mw})*(2k — Mwy) — 2k (k —mw}) = 0

= Wik — mw))[mMw? — k(M +2m)] =0.

Damit lauten die Frequenzen der drei Fundamentalschwingungen:

m M

k k 2m
wi=—; w?,=-n;(1+—>; wih; =0

Die zugehorigen drei Eigenvektoren erhilt man, indem man das jeweilige wy in (2)

einsetzt und eine der drei Gleichungen streicht (durch die verschwindende Determinante
sind nur noch zwei der drei Gleichungen linear unabhéngig voneinander!); daraus folgen also

die Verhiltnisse der Komponenten der Eigenvektoren:

Ci1 . Gu_ M _ G

Ca1 =0, Car ' Com om = Carp’ Cinr=Conr=Csr

Will man die Normalkoordinaten bestimmen, muss man die Eigenvektoren noch
normieren gemass

A

C’k,\ak,CMf = 5,\)‘/, bzw. in Matrixform C'T&é = F|. (3)




((3)stellt eine verallgemeinerte Orthonormalititsrelation der Eigenvektoren dar). Die normier-
ten Eigenvektoren lauten dann in unserem Fall (unter den Eigenvektoren sind qualitativ

die zu diesen Fundamentalschwingungen gehérigen Bewegungen der Massen gezeichnet):

-1 1
= 1 = M = 1
Cir=—=\| 0 |; Cu=4y/———i—1| -2 |, Cin=—7—m—ru—
I o ) 1 9m(M + 2m) 1M I o
e [ ] ~— —— G [ [ *~—

Wie man aus (3) ersieht, transformiert die Matrix C' der normierten Eigenvektoren
die Matrix & der kinetischen Energie auf die Einheitsmatrix E. Die Matrix b der
potentiellen Energie wird durch C auf Diagonalform transformiert (mit den Eigen-
frequenzen w? in der Diagonale), denn mit (2) und (3) wird:

CirbiiCiy = CraaniCiayw} = |wi by = (CT b (4)

Die allgemeine Losung unseres gekoppelten linearen Dglsystems ist eine Linear-
kombination der drei Fundamentalschwingungen (wobei natiirlich nur der Realteil der

komplexen Losung physikalisch relevant ist):
3 _ 3
Gk =) Cn e =CiQx — D |Ax| Ciacos(wat + 6,) (5)

Hierbei wurde fiir die komplexen Integrationskonstanten Ay = |A,|e* geschrieben,
mit reellen IA,\l und §,; die allgemeine Lésung enthilt also 6 reelle Integrationskonstanten,
wie es sein muss. Die oben eingefiihrten @) sind die Normalkoordinaten. Sie ergeben
sich durch die Umkehrung von (5) unter Beachtung von (3) zu

Qx = Cinangx bzw. §G=CTaq. (6)

In unserem Fall erhalten wir fiir die Q)

1 1
Qr ~Vom 0 Vom

m 0 0 1
M
QU = \/2m(M+2m) - \/;I(M+2m) \/2m(M+2m) 0 M 0 q2
1
Quur T i T 00 m/\g
Qr = Z2(- a +  g)
= Q= ﬁlﬁ' m - @+ i) (7)

Qlll_m("‘ mq + Mg + mgs)

Ersetzt man in der LAGRANGEfunktion (1) die ¢ geméss (5) durch die @, und
beachtet (3) und (4), so ergibt sich

3 . v . 0
IS - R Q) = 1[0 @+ (%~ wh Q) + (@~ Q)]
A=1




*3.

was ein System ungekoppelter Oszillatoren darstellt; die Normalkoordinaten entkop-
peln also unser Bewegungsproblem; die Bewegungsgleichungen fiir die Qx lauten
also

Q)+ wi@r=0.

Der spezielle Fall wyy; = 0 fiihrt af Qur =0 = Q= A + vot, also eine
gleichformige Bewegung. Wie man aus (7) sieht, entspricht die dritte Normalkoordinate der
(hier trivialen) Schwerpunktbewegung, fiir die keine dussere Kraft existiert. Diese Schwerpunktbe-
wegung hitte man von vornherein abspalten und nur die beiden Schwingungsfreiheitsgrade explizit
behandeln kénnen, indem man

e entweder die Schwerpunktkoordinate und geeignete Differenzkoordinaten einfiihrt:

_ m(:z:1 +l‘3) + M2xo .

X= M+ om ; rM=Z—T1—G; T2=T2—T3—0a
M+2m o, 1mm+M)F}+73)—2mPiafs koo 2

= X2 4= _ -
L 2 t3 M +2m 5 (i +72)

dlso &= 1 m(M +m) —m? bk 10
T T M+2m —m? mM+m) )~ \01

e oder die Bewegung gleich im Schwerpunktsystem beschreibt, d.h. die Zusatzforderung
m(zy + z3) + Mz2 = 0 stellt; mit der Wahl z§ = —z7 = a; zg = 0 folgt dann g2 =
(1 + g3), d.h. es gibt nur noch zwei unabhingige Koordinaten g1, g3.

Die Normalkoordinaten reprisentieren eine kollektive Bewegung der Teilchen mit
gleicher Frequenz. Eine dieser Normal- oder Fundamentalschwingungen wird als
Losung realisiert fiir spezielle Ab, so dass in (5) ein Ay # 0 und die beiden anderen
Ay = 0 sind; das lasst sich z.B. bei verschwindenden Anfangsgeschwingigkeiten durch Anfangs-

auslenkungen gemiss der jeweiligen C,, erreichen.

Abschliessend sei die allgemeine Lésung (5) unseres Problems explizit ausgeschrie-
ben, wobei wir anstelle der |A,| die neuen Integrationskonstanten dy,v einfiihren,
die die jeweiligen Normierungskonstanten der C, mit enthalten:

I -1 1 ’ 1
2, | =dr| 0 |cos(wit+dr)+dn —%\% cos(wrrt+6rr)+ (drr+ot) | 1
T3 1 1 1

Um nur diese Losung anzugeben, muss man natiirlich nicht die Normalkoordinaten
Q» berechnen und braucht auch die Eigenvektoren G\, micht zu normieren.

Zu zeigen: mit L= % 72 —gq [U(F(i), t) — 7+ A(F(t), t)] gilt:

&gg—é?zo = m'r—_.—q(E+TXB)
Beweis:
dac di o 7. .. 04 L 9\ 7
i - @ [mr+qA('r(t),t)] =mr+4q-o +Q(T'"a—7-;> A(71)
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